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STRESZCZENIE

Publikacja dotyczy niezbyt znanego ,,paradoksu”, opisanego przez Josepha Bertranda —
matematyka francuskiego. Tematyka artykutu oscyluje wokot probabilistyki. Jest to
dzial matematyki nieczgsto lubiany przez studentdéw, a przeciez bliski naturze naszego
$wiata — bardziej niz cho¢by geometria analityczna. Popularnonaukowy charakter ar-
tykulu pozbawiony jest gruntownych formalizméw i skoncentrowany na ,,sensie tego
wszystkiego”. W ramach rozpatrywania zagadnienia ukazano wiele pytan zwigzanych
Z teorig poznania, a takze z miejscem matematyki jako ludzkiego instrumentarium
w naukowym mysleniu o Kosmosie.

Stowa kluczowe: popularnonaukowy, losowo$¢, prawdopodobienstwo geometryczne,
filozofia przyrody, paradoks matematyczny

1. Prawdopodobienstwo geometryczne

Prawdopodobienstwo czegos, losowos¢, zmienno$¢ nieprzewidywalna to cechy zjawisk, kto-
re kazdy czlowiek raczej potrafi intuicyjne zdefiniowaé, choéby enumeratywnie! méwiac:
los, ruletka!

Intuicyjne rozumienie prawdopodobiefnstwa towarzyszy nam od starozytnosci. Jednak —
jak to w epistemologii? — rdznie bywa, czesto poznanie intuicyjne, niepoglebione bywa
zwodnicze — czasami za$ nie. Ale kiedy nie, a kiedy tak, nie wiadomo, trzeba to zbadac.

Pojecie i pewien problem prawdopodobienstwa geometrycznego, o ktorym bedzie tutaj
mowa, tez wydaje si¢ by¢ intuicyjny. Prawie kazdy (w wieku wigkszym lub rownym wieko-
wi autora) grywat w ,,pchetki” (najlepsze byly krazki wycigte z grubego papieru $ciernego),
czy ,.klasy” (malowane kreda na szkolnym chodniku) — nic prostszego, gry te ,,rzadza si¢”
prawdopodobienstwem geometrycznym, ktore to pojecie, powoli bedzie stawaé si¢ coraz
jasniejszym. Podobnie na strzelnicy, gdy w wirujaca tarcze probujemy trafi¢ lotka z koloro-
wym pedzelkiem, wygrywamy bombonierke, bibulkowy kwiatek albo nic. Oczywiscie we
wspominanych grach mamy determinizm dzielnego czlowieka, chcacego trafic w takie czy

! Z Taciny: kolejne wymienianie, definiowanie przez wyliczanie przyktadow.
2 Epistemologia to dziat filozofii zajmujgcy si¢ kryteriami i granicami ludzkiego poznania.
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inne pole, ale pola sg r6znych rozmiaréw, cel ruchomy, co dodaje losowosci — nieprzewidy-
walnosci, bo gdyby bylo inaczej, nie bytoby gry i Wszechswiat zrobitby si¢ nudnawy.

Po krotkiej kosmologicznej refleksji wro¢my do geometrii.

Zadajmy sobie trud wyobrazenia jakiej§ powierzchni, np. kola (tarczy na strzelnicy).
Mamy wigc pewna czg$¢ plaszezyzny wyznaczong okrggiem o promieniu R. Pomyslmy, ile
jest sposobow trafienia w taka tarcze lotka z wiatrowki? Uwaga, przez dalsza czes$é tekstu
rozumowaé beda dwie, nieco rdézne mentalno$ci: Matematyk i Fizyk. Matematyk powie:
punktow kota jest nieskonczenie wiele, traktujac trafienie jako wybranie dowolnego punk-
tu z zadanego obszaru, istnieje nieskonczenie wiele sposobow trafienia tarczy.

Fizyk powie: $rednica wbijanego ostrza nie jest nieskonczenie mata, a tym bardziej zero-
wa, 1 wynosi ¢ (np. 1 mm), a ponadto i przede wszystkim zarowno sSrednica, jak i wspolrzed-
ne potozenia lotki sg skwantowane! Nasze pociski uktadajg si¢ skokowo, jak ponumerowane
tekturowe krazki umieszczane wewnatrz okragtej ramki z dnem zaopatrzonym w przegrody.
Jest to m.in. klasyczne zagadnienie logistyczne: jak umiesci¢ n jednakowych puszek w jed-
nowarstwowej skrzynce, tak aby zmiesci¢ ich jak najwigcej. Sposobow wygenerowania tak
zdefiniowanych matryc (tzw. parkietazy) jest skonczenie wiele.

Fizyk, nieco lekkomys$lnie, moze jeszcze dywagowac: skoro dlugos¢ jest skwanto-
wana, to okregi nie istnieja, istniejg co najwyzej n-katy (,,n-kwanty”) foremne, co jeszcze
bardziej upraszcza mozliwe kombinacje ukladania puszek w okraglej skrzynce. Bok kaz-
dego wielokata ma 1 kwant dtugosci, tarcza ma m katow, a pocisk n, m > n i tyle. Mozna
to przeciez obliczy¢ i narysowaé. Warto, np. w srodowisku AutoCAD, narysowaé wielokat
foremny o 360 katach i promieniu okregu opisanego 1000, nastepnie skalujac go, zastanowic
si¢, czym rozni si¢ od okregu o promieniu 1000.

Fizyk zada matematykowi takze pytanie: w takim razie ile jest sposobow trafienia w okrag
tego kota (,,brzeg” naszej tarczy)? Oczywiscie matematyk odpowie, ze nieskonczenie wiele,
na co fizyk si¢ usmiechnie, a zawodowy strzelec rozesmieje. Mamy tylko i az matematyke —
a ,tutaj” nie zawsze czg¢$¢ jest mniejsza od catoscei.

A teraz sformutujmy zadanie matematyczne:

Niech || oznacza pole powierzchni kota, podzielmy je na czgéci wpisanym wen trojka-
tem foremnym. |4] to pole powierzchni trojkata. Ile wynosi prawdopodobienstwo trafienia
na,,chybit trafit” w trojkat? Oczywiscie |4| : |Q|. Powiedzmy, Ze na strzelnicy obszar trojkata
bytby premiowany czerwonym tekturowym kwiatkiem. Prawdopodobiefistwo trafienia po-
zostatych obszarow tarczy wynosi: (|Q| — |4]) : |2|. Wczuwajac si¢ w role wlasciciela strzel-
nicy — prosze uprzejmie... — ponownie tekturowy kwiatek, tym razem niebieski. Jak widaé,
pojecie prawdopodobienstwa takiego zdarzenia nie powinno nastr¢cza¢ trudnosci, jest ono
intuicyjne i tatwo zrozumiate. Ale...

Wydaje sig, ze sytuacja, w ktorej rozktad jest dwupunktowy, czyli zdarzenia sa dwa:
kwiatek czerwony albo niebieski (o roznych prawdopodobienstwach zajscia) sa wynikowo
zredukowane do typowego rzutu monetg asymetryczng (np. orzet z otowiu, reszka z mie-
dzi) —pozornie. Istota zjawiska jest inna, nasza przestrzen zdarzen (£2) to zbidr nieskonczony,
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a klasyczna przestrzen probabilistyczna monety jest skonczona — orzet, reszka. Definiujac
zdarzenie poprzez podziat kota na wyrdznione obszary, dokonalismy redukcji zjawiska do
wyboru dwupunktowego (zaktadajac oczywiscie, ze zawsze trafimy w tarcze) — czerwony
albo niebieski kwiatek. Sposobéw wygrania kwiatkéw jest nieskonczenie wiele, bo na nie-
skonczenie wiele sposobow mogg trafi¢ w trojkat albo w ktorys z trzech odcinkow kota. Cele
dwa. Trajektorii lotu pocisku nieskonczenie wiele?

2.7Zadanienr1i2i3

Mamy okrag o promieniu 1, w okrag (podobnie jak poprzednio) wpisaliémy trdjkat rowno-
boczny. Rzucamy na nasz uktad figur cigciwg C (np. bierkg losowo spuszczang na kartke
z narysowanymi figurami). Jaka jest szansa, ze cigciwa bedzie dluzsza, niz bok trojkata row-
nobocznego wpisanego w ten okrag? Rozwigzemy to zadanie kilkoma ,,sposobami”.

Ryec. 1. Ilustracja zadania nr 1

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Gruzewski 1966].

I. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy wybranie kata a, tworzonego migdzy zacze-
piong w wierzchotku trojkata cieciwg a srednicg potozona na dwusiecznej kata a. Obracajac
teraz cigciwa, probkujemy wszystkie jej mozliwe polozenia i dtugosci. Polprosta, na ktorej
konstruujemy cigciwe moze zakresli¢ kat 7 (180°), od kata prostego do ,,minus prostego”.
A zatem przestrzen zdarzen jest przedzialem Q = [—7/2, 7/2]. Kiedy C bedzie dtuzsza od
boku trojkata? Rozwigzanie jest oczywiste i wida¢ je na rysunku. Granicznym katem jest
7/6 (30°), wowczas to cigciwa pokrywa si¢ z bokiem trojkata, przy kacie > 30° albo, liczac
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, przy kacie < —30° cigciwa bedzie dtuzsza od boku.
A, zatem A = [—n/2, /2], czyli 60° Obliczmy prawdopodobienstwo:

P =14|: |Q| = 60% 180° = 1/3.
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Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losowo zadana cigciwa okregu jest dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w okrag wynosi 1/3.

Zadanie mozna by na tym zakonczy¢, wydaje si¢ ono prostg (i juz rozwigzang) geome-
tryczng tamigtéwka. A jednak...

I’. Zastosujmy inne rozumowanie. Zapomnijmy chwilowo o rozumowaniu opartym na
katach. Jesli wybierzemy losowo dwa punkty na okregu i potaczymy je cigciwa, to jak wy-
bra¢ te punkty, aby spetni¢ warunek zadania (C > a)? Pierwszy punkt zadajmy dowolnie (np.
wierzchotek trojkata), pokonujac po okregu droge rowna 1/3 dtugosci okregu lokalizujemy
drugi punkt — ,,naprzeciwko” pierwszego. Okrag podzielili§my na 3 cze$ci o dlugosciach po
1/3-2zR. Latwo zauwazy¢, ze zdarzenie polegajace na losowej lokalizacji drugiego punk-
tu tak, aby powstata cigciwa byta dtuzsza od boku trojkata, ma prawdopodobienstwo 1/3.
Wynik ten sam, ale droga do wyniku inna.

II. A teraz jeszcze inaczej. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy odleglto$¢ srodka
skonstruowanej cieciwy od §rodka okregu. Wowczas 2 = [0, 1], gdyz pamigtamy, ze pro-
mien wynosi 1. Nasza cigciwa przesuwa si¢ od ,,$rodka do brzegu”. Kiedy bedzie dtuzsza od
boku trojkata? Rzecza oczywista jest, ze pomiedzy punktami a i b. Poniewaz|ab| = R, oraz
zbidr punktow sprzyjajacych zdarzeniu 4 = [0, 1/2], zatem

P=R/2:R=1/2.

Ryec. 2. Ilustracja zadania II

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Gruzewski 1966]

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losowo zadana ci¢ciwa okregu jest dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag, wynosi 1/2.
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Zaczyna by¢ ciekawie, wynik jest r6zny od poprzednich, a rozumowanie wydaje si¢
poprawne.

Ryec. 3. Tlustracja zadania III

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Gruzewski 1966]

II1. Proba trzecia (ryc. 3). Zdarzenie elementarne to wybdr dowolnego punktu wewnatrz
naszego okregu, czyli punktu ,,duzego” kota. Zdarzenie sprzyjajace (sukces) zajdzie wte-
dy, gdy wybrany losowo punkt znajdzie si¢ wewnatrz kota (,,matego”) wpisanego w roz-
wazany trojkat rownoboczny. Kiedy tak si¢ stanie, to dowolny pek prostych przechodza-
cych przez nasz wybrany punkt tworzy nieskonczenie wiele cigciw spetniajacych warunek
C > a. Stosunek promienia duzego kota do malego wynosi 2:1. Zatem zbior zdarzen ele-
mentarnych Q = [0, 1]. Zdarzenie sprzyjajace to 4 = [0, 1/4], bo pole ,,matego” kota wyno-
si w(R/2)*> = 1/4-xR?, czyli 1/4 pola ,,duzego” kota. Zatem prawdopodobiefistwo zdarzenia
A wynosi 1/4.

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losowo zadana ci¢ciwa okregu jest dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag wynosi 1/4.

3. Paradoks

Paradoks? Jedno zadanie, trzy (moze wigcej?) rdzne, sprzeczne, wykluczajace si¢ wyniki?!
Zaprezentowane zagadnienia roztrzasat francuski matematyk Joseph Louis Frangois Bertrand
w roku 1888, a moze i wczesniej. Byt bliski sformutowania nowej, odmiennej od klasycznej,
teorii prawdopodobienstwa; gdyz jest to znakomity przyklad, gdzie ilo§¢ zdarzen sprzyja-
jacych jak i mozliwych jest nieskonczenie wiclka, a nie (klasycznie) okreslona jakas skon-
czong liczba naturalng. P6Zniej na bazie jego dorobku pracowatl m.in. Pafnucy Czebyszew
(1821-1894).
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Kiedy spotykamy tego rodzaju tamigléwki, zastanawiamy si¢, gdzie tkwi pulapka, bo
intuicyjnie jesteSmy przekonani, ze gdzie$ tkwi, ze jednak nasz umyst jest spdjny pomimo
»dowodu”..., Ze nie jest.

Matematyk zagadnienie wyjasnitby tak. Trzy przedstawione zadania nie sg jednym i tym
samym. Rzecz ma si¢ wzglednie, zalezy od przyjetego universum?3, czyli Q, kluczowy wptyw
na obliczane prawdopodobienstwa ma wybor Q — tj. sposoéb doboru zbioru zdarzen elemen-
tarnych. Kolejnym istotnym aspektem jest sposob zadawania cigciw, zmienia on istotnie
tre$¢ zadania. Co to znaczy losowo poprowadzi¢ cigciwe? W trakcie rozwazan dopowiedzia-
no (nieco podstgpnie) warunki definiowania cigciw wedtug wlasnego uznania, dla kazdego
z przypadkdéw inaczej. ,,Podstep” lezy bowiem w sposobach losowania potozenia cigciw, kto-
re nie s3 wzajemnie rownoznaczne przy trzech (czterech) roznych definicjach zbioru zdarzen
elementarnych. Po samowolnym przyjeciu zatozen dalej rozumowali$my prawidtowo.
Ale prawidtowe sformulowanie zadania we fragmencie odnoszacym si¢ do cigciwy kota po-
winno brzmie¢: ,,...skonstruowano losowo cigciwg C w sposob...”. Jest to zatem dodanie do
klasycznej definicji prawdopodobienstwa funkcji-uzupetnienia dla zbioréw nieskonczonych,
ktéra w jednoznaczny sposob okresli sposdb losowania elementéw z tego zbioru. Losowo to
nie dowolnie!

Istotnym spostrzezeniem jest rowniez fakt, ze operujac na zbiorach nieskonczonych,
nie mozemy stosowac klasycznej definicji prawdopodobienstwa, rozumianej jako liczba
zdarzen sprzyjajacych |4| do liczby wszystkich (policzalnych) zdarzen elementarnych |Q)|.
Zastosowanie tej definicji na takie cigglosci jak wspotrzedne biegunowe (miary katow), dhu-
gosci odcinkow czy tez pola powierzchni figur prowadzi do sprzecznych wynikow.

Okazuje sig, ze nie ,,wszystkie drogi prowadza do Rzymu”. W powyzszym przypadku
dedukcja formalnie poprawna okazata si¢ niewystarczajaca, zadanie musi by¢ sformutowa-
ne nie tylko na poziomie warunkéw brzegowych zagadnienia, ale i na poziomie warunkéw
brzegowych rozwiazania. Rozwigzanie zagadnienia nie moze by¢ tutaj tylko wynikiem toku
dedukcyjnego, przyjmujac jaka$ nieznang nam wczesniej jednoznaczng postaé — musimy je
wczesniej ograniczy¢ a priori do konkretnych przypadkdéw, nie za$ oczekiwac, ze wyloni si¢
samo, automatycznie, jak z tre$ci szkolnego zadania.

Pewng analogig jest tzw. analiza starozytnych w zakresie rozwigzywania rownan alge-
braicznych, z tym ze otrzymywane rozwigzania sg sprawdzalne i mozna odrzuci¢ niepra-
widlowe. W analizowanym przypadku nie ma takiej mozliwo$ci — rozwiazania sg pozornie
sprzeczne, ale wszystkie prawidlowe.

Zniecierpliwieni zapewne orzekna, ze dywagacje zaczynaja by¢ jatowe — ile ,,w koncu”
wynosi owo prawdopodobienstwo?! Jakie ptyna utylitarne wnioski z naszego roztrzasania
sprawy? Chcemy, podobnie jak natogowy hazardzista kawaler de Méré i nieco mniej natogo-
wy hazardzista Pascal (Francja, wiek XVII), wiedzie¢, jak obstawi¢ u krupiera zaktad w grze
o wysoka stawke. Nasze kasyno jest oparte na trojkaciku, patyczku i koteczku. Empirycznie

3 Po tacinie znaczy: zupetno$é, ogot.



O paradoksie Josepha Bertranda. Artykut popularnonaukowy 91

mozemy rzucaé patyczkiem na rysunek, wykonywa¢ pomiary i dowiedzie¢ si¢, ile wyno-
si szacunkowe prawdopodobienstwo, tak jak w nieco innym zagadnieniu George Buffon
w 1777 roku obliczyt warto$¢ liczby 7.

Problem jednak tkwi w zaprojektowaniu eksperymentu (podejmowano nawet proby sy-
mulacji z zastosowaniem czgsteczek gazow), symulacja (jednoznaczna i powtarzalna) kaz-
dej z sytuacji wydaje si¢ trudna. Najbardziej zblizonym do eksperymentu fizycznego, a nie
mys$lowego, wydaje si¢ przypadek ostatni (P=1/4), tatwo jest empirycznie rozpoznac, czy
cigciwa (rzucony pret) przechodzi przez jakikolwiek punkt kota wpisanego w trojkat, czy tez
nie. Organizujac tego typu gre na podworku albo w kasynie, przyjecie takiego modelu bytoby
dla graczy komunikatywne.

Ciekawe wyniki daja symulacje komputerowe metodami typu Monte Carlo. Zadajac 3
r6zne warunki uktadania cieciw uzyskuje si¢ 3 rozne wyniki w postaci trzech réznych obra-
zow graficznych, powstajacych np. po pseudolosowaniu 500 cigciw w okreslonym polu. Sa
to ilustracje brzegowych warunkow losowania, nie wynikow.

P=1/3 P=12 P=1/4

Ryec. 4. Symulacja przypadkéw

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [http://bayes.wustl.edu]

Napisanie tego rodzaju programu w wigkszo$ci jezykoéw programowania (cho¢by w po-
czciwym Turbo Pascalu) nie powinno sprawi¢ wiekszego problemu — zachgcam, mozna wte-
dy ,,cksperymentowaé” do woli. Jednak pamigtajmy, ze maszyna cyfrowa operuje skonczo-
nymi warto§ciami, a jej kwantem geometrii jest piksel. Maszyna to artefakt — nie przyroda,
utopijny $wiat ptyty gtéwnej naszego ,,peceta” zapewne problem przyjmie i zniesie, ale nie-
stety niewiele wniesie.

Podsumowujac, nalezy zmartwi¢ hazardzistow — podpowiedzi brak!
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4. Final

Zachodzi pytanie metodologiczne, czy aby nasze ,,paradoksy” nie wynikaja z przyjetego
aksjomatycznie abstraktu figur geometrycznych. Jak daleko mozna budowac abstrakcje,
,wymysla¢” problemy? Wielki Bertrand Russell (patrz: antynomia Russella albo paradoks
zbioru wszystkich zbioréw Cantora) pokazat, ze nie kazda zbudowana formalnie poprawnie
abstrakcja jest dopuszczalna — otdz, abstrakty maja swoje granice! Nasz problem okazal si¢
raczej tymczasowym stanem niewiedzy, nieprawidtowym zdefiniowaniem warunkéw brze-
gowych, pomieszaniem pojec¢. Na bazie jezyka matematyki, ktora stworzyta owo zagadnie-
nie, mozna je objasni¢ teorig prawdopodobienstwa w zbiorach nieskoniczonych, przyjmujac
aksjomatyczng definicje Kotmogorowa; chociaz fizyk powie nieco ironicznie, ze to jest idem
per idem*. Celem wyjasnienia wymyslonego abstraktu postuzymy sie kolejnym abstraktem.

Matematyka poszta w kierunku rozwoju poje¢ nieskonczonosci i ciaglosci. Takie pojgcia
jak ciag i granica to wynik tej drogi. Historycznie najpierw powstawaly teorie nieskonczenie
matych liczb (twoérca pochodnej Leibniz wtasnie tym pojeciem si¢ postugiwat). Teoria nie-
skonczenie matych (i duzych) jest na nowo rozwinig¢ta przez wspaniatego matematyka (uro-
dzonego zreszta w Watbrzychu) Abrahama Robinsona. Zasadniczo teoria ta lepiej thumaczy
$wiat, bo w $wiecie nic nie wskazuje na istnienie nieskonczenie wielkich i ciaglych, za to
bardzo mate, ale chyba skonczone wystgpuja licznie.

Wréémy jeszcze do empirii tarczy na strzelnicy. Fizyk powie tak, nawet jezeli obszar tra-
fienia grotu bedzie bardzo maty, np. 1 4, to jednak skonczenie maty. Réwnoczeénie potozenia
naszych trafiajacych grotow lotek nie sa ciagte, sa skwantowane, jezeli ten kwant polozenia
bedzie miat Srednice grotu — paradoksy znikaja, lotka trafia tylko w matryc¢ wyznaczonych
miejsc, to fizyka ciala statego — krystalografia. Nie ma tu zadnych nieskonczonych mnogosci
ani ciggtosci, lecz jedynie zmiana skali na mikro.

Determinizm!? Tak, ale nie do ogarni¢cia, bo skonczenie mate sg naprawdg mate i jest ich
duzo, a aktualnie najlepsze maszyny cybernetyczne potrafig efektywnie operowac algoryt-
mem z kilkunastoma dynamicznie zaleznymi od siebie zmiennymi. Analitycznie, na kartce
papieru, mamy juz problemy z doktadnym rozwigzaniem klasycznego zagadnienia mechani-
ki nieba — trzech, czterech grawitujacych ciat. Czyli jednak probabilistyko ratu;j!

Fizyk podzickuje zatem matematykowi za teori¢ mnogosci jak i statystyke z zastrzeze-
niem, ze to tylko modele, ktore owszem — pomagaja. Wspotczesna probabilistyka pozwala
zamodelowa¢ niezwykle skutecznie wiele proceséw zachodzacych w Kosmosie i w artefak-
tach. Jednak matematyka jest uktadem zastgpczym, ktory pozwala rzeczywisto$¢ symulowac,
ale nie powinnismy wnioskow z tej symulacji kategorycznie odnosi¢ do przyrody, gdyz
mozna dokona¢ interwencji w rzeczywistos¢, a potem ktécié sie jak pewien kardynat
z Galileuszem (spierano si¢ o kratery na Ksiezycu). Ow kardynat rzekt: Po c6z mam patrzeé

4 Znaczy: to samo przez to samo.
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w teleskop, skoro, stosujac zasady logiki Arystotelesa, dowiedziono, ze Ksi¢zyc i planety sa
idealnie gladkimi kulami (,,krysztalowymi”) i by¢ inaczej nie moze, bo nasz aparat wniosku-
jacy jest nieomylny (a trzeba pamictaé, ze 6w kardynal byt naprawdg biegty w logice!)?
Aparat moze i tak, ale dane wejsciowe na pewno nie. Matematyka nie jest naukg absolutna,
jest tylko modelowaniem $wiata, a nie jego zasada. DoszliSmy do starego pytania, czy ma-
tematyka jest, czy my jg wymysSlamy, powiedzmy tak — czy e”? +1 = 0 takze w Galaktyce
Andromedy? Nie wiem.

sk

Na koniec do przemyslenia, ,.trzy grosze” od fizyka. Nieskonczonos¢ raczej nie istnieje, bo
skoro nukleonow we Wszech§wiecie jest 103 (albo inaczej mowiac, masa Wszech$wiata jest
skonczona) to nie mozna napisa¢ nieskonczenie dhugiej ksigzki (tym samym liczby), gdyz
przetwarzajac cala materic Kosmosu (w tym siebie samego) na piéro, inkaust i pergamin,
w koncu... bedziemy musieli postawi¢ ostatnig kropke.
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ABSTRACT
The Joseph Bertrand’s paradox

The publication relates to the not very well-known ,,paradox”, described by Joseph
Bertrand — the French mathematician. The subject matter of the article oscillates around
probabilistic. This part of mathematics is infrequently popular by students, but is close
the nature of our world — more than (for example) analytic geometry. The popular
character of the article is devoid “hard formulas” and concentrated on the ,,sense of
this all”. Many questions connected with the theory of the science, and also with the
place of mathematics as human scientific thinking process.

Key words: popular the science, chance variation, geometrical probability, the philosophy
of the nature, mathematical paradox.



